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Teoria dos jogos e opcodes reais: uma aplicacdo no

mercado imobiliario brasileiro

Resumo: Esse trabalho replica um modelo matematico desenvolvido por Grenadier (2002), baseado
na Teoria de Opcoes Reais e na Teoria dos Jogos, para aplicacdo em analise financeira do mercado
imobiliario residencial na cidade do Rio de Janeiro, Brasil. A ideia central do modelo de avaliacdo
¢é a busca do equilibrio entre demanda e oferta de unidades residenciais em uma determinada
regido, considerando o efeito sobre o preco desses ativos e sobre a atitude dos concorrentes nesse
mercado. Como objetivo principal, busca-se a compatibilidade do modelo tedrico presente nesse
trabalho com a realidade existente no mercado imobiliario da regido, por meio da utilizacio da
série de precos de residéncias para a obtencao dos parametros.

Paravras-cHAVE: Teoria dos jogos, Teoria de opcoes reais, Mercado imobilidrio, Movimento
Geomeétrico Browniano, Exercicio de opcoes.
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AsstraCT: This work replicates a mathematical model based on Game Theory and Real Options
(Grenadier 2002) for the financial analysis of the residential real estate market of Rio de Janeiro
(Brazil). The main idea of the evaluation model is to determine a balance between demand and
supply of housing units in a given region, taking into consideration the effect on the price of
these assets and on the competitors’ attitudes in this market. As a principal object, compatibility
is sought of the theoretical model submitted in the work with the reality that exists in the real
estate market of the region by using a series of housing prices to obtain parameters.

Key worps: Game theory, Real options theory, Real estate market, Geometric brownian motion,
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Introducio

Segundo Grenadier (2002), um ponto
em comum na vasta maioria dos artigos
relacionados a Teoria de Opcoes Reais € a
auséncia de uma andlise sobre as interacoes
estratégicas entre os detentores das opcdes.
Decisoes de investimento — exercicio das
opcdes — sdo formuladas isoladamente,
sem considerar o impacto potencial das
estratégias de investimento das demais
firmas. Como exemplo desse fato, pode-
se tomar o resultado mais conhecido da
literatura sobre opcdes reais: a invalidacao
daregra padrao de so investir em um projeto
com VPL ndonegativo. Devido a incerteza
do valor futuro do ativo-objeto, existe um
custo de oportunidade de investir hoje.
Desse ponto, surge o valor da “opcao de
adiar”. Assim, a regra tima de investimento,
descrita na literatura sobre opcoes reais, sera
aplicar quando o valor do ativo superar o
custo do investimento por um substancial
prémio da opc¢do. Entretanto, esse resultado
depende do acesso dos competidores a esse
projeto. Se uma firma teme a entrada de
um ou mais concorrentes, a opcao de adiar
torna-se menos valiosa. Para compreender
o investimento em um projeto ou industria
com pressdo competitiva, torna-se essencial
uma analise do equilibrio nas estratégias
de exercicio das opgoes utilizando teoria
dos Jogos.

Um jogo estratégico de exercicio das
op¢oes pode ser aplicado a um amplo
contexto de investimentos no mundo real,
onde o retorno financeiro de uma empresa
esta intimamente relacionado as estratégias
de investimento de seus competidores.
Como exemplo, recursos aplicados em
Pesquisa e Desenvolvimento sio analogos
ao exercicio de uma opcéo de investir em
futuras oportunidades de crescimento. O
retorno de tais esforcos em pesquisa pode ser
elevado se a empresa for a tinica a ter acesso
a tecnologia em desenvolvimento, mas pode
ser completamente nulo se outras firmas
também tiverem o mesmo acesso. De modo
semelhante, um investidor, considerando
a possibilidade de construir um edificio
comercial, percebe que o retorno financeiro
da obra depende fundamentalmente da acéo
de outros empreendedores. Os aluguéis
das salas e as taxas de ocupacéo sio muito
afetados pela presenca de outras construcoes
proximas ao local.

Existem relativamente poucas aplicacoes
de equilibrio estratégico com politicas de
exercicio de opcoes na literatura. Isso pode
ser explicado pelo fato de que, para o caso
das opcoes financeiras, o exercicio realizado
por uma firma qualquer nao influencia
nas caracteristicas do ativo-objeto ou das
proprias opcdes. Alguns trabalhos recentes
foram desenvolvidos sobre o assunto. Para
o caso do mercado imobiliario, Williams
(1993) e Grenadier (1996) discutiram
0s jogos com exercicio de opgoes reais.
Lambrecht e Perraudin (1999) apresentaram
um exemplo de jogo com firmas competindo
para o exercicio de opcoes reais.

Seguindo a determinacio de equilibrio
nas estratégias de exercicio das opcoes
reais, as implicacdes desse equilibrio devem
ser examinadas cuidadosamente. Como
mencionado anteriormente, para uma
empresa com acesso “monopolistico” a
um projeto, a opcao de adiar pode ser
bastante valiosa, levando a decisdes de
investimento a niveis bem superiores
ao gatilho correspondente ao VPL = 0.
Entretanto, alguns modelos demonstram
que a presenca da competicao destroi
rapidamente o valor da opc¢do de adiar. O
fato de essa opcao ser extremamente valiosa
para o caso de monopolio explica o montante
de recursos que as empresas gastam na
intencdo de proteger seu posicionamento
no mercado.

Uma implicacdo relacionada a esses
modelos ¢ que, a medida que o numero
de competidores na industria aumenta,
a possibilidade de que o valor presente
do ativo-objeto caia abaixo do custo do
investimento também aumenta. Em muitos
casos no mundo real, investimentos que
inicialmente pareciam bastante promissores
tornam-se prejudiciais financeiramente a
partir de pequenas mudancas nas condicoes
de mercado. No entanto, na teoria basica de
opcoes reais, tais perdas a posteriori sao muito
raras. Como a empresa monopolista investe
somente a um valor substancial da op¢éo de
adiar, a probabilidade de reversao no valor
do ativo-objeto é bastante remota. Assim, tal
teoria apresenta dificuldades em explicar a
explosao de alguns mercados, como o caso
do setor imobiliario, onde periodos de um
numero excessivo de construgoes levam a
ondas de baixa ocupacdo e queda no preco
dos apartamentos ou salas comerciais.
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Isso pode ser explicado pelo prémio bem
mais reduzido das opcoes em mercados
competitivos, tornando as reversdes no valor
dos ativos muito mais provaveis.

Um resultado bastante util do estudo do
equilibrio nas estratégias de exercicio das
opcoes reais é que ele pode ser determinado
em um ambiente “artificial” de industria
perfeitamente competitiva. Isto €, se a curva
de demanda da industria é transformada
de uma maneira particular, o equilibrio em
um oligopodlio pode ser obtido como se a
industria fosse perfeitamente competitiva.
Um grande nimero de artigos, como Spence
(1976a, 1976b), Bergstrom e Varian (1985)
e Slade (1994), discute o problema da
reducdo do estudo do equilibrio estratégico
da induastria em uma solugdo para o caso
da otimizacdo de apenas um unico agente
dessa industria.

O fato de o equilibrio estratégico do
exercicio das opcodes ser obtido a partir
de um ambiente competitivo artificial, ou
da solucao do problema de otimizacao
individual, permite a extensao dos resultados
para ambientes mais complexos. Grenadier
(2000) foi capaz de resolver o problema para
uma industria perfeitamente competitiva,
considerando o tempo de execucdo do
exercicio das opcdes, incluindo as variacoes
de oferta e demanda nesse periodo. Assim,
pode-se transformar o equilibrio em um
oligopolio no equilibrio para um mercado
equivalente ao competitivo real, obtendo
solucoes fechadas para as estratégias 6timas
de investimento com a presenca das opc¢des
reais analisadas.

Em jogos estocdsticos, em geral, e
em jogos de opcodes reais, em particular,
a introducdo de uma variavel de estado
seguindo um processo estocastico conhecido
permite a utilizacdo do conceito de Equilibrio
de Markov. Esse tipo de equilibrio ¢ funcao
apenas do estado corrente — ex. preco atual
do petroleo —, que segue um processo
de Markov. Em jogos de opcdes reais,
utiliza-se processos estocasticos de Markov,
onde o estado corrente sumariza o efeito
do passado no jogo. O equilibrio nao
depende diretamente da historia do jogo,
sendo adequado para os complexos jogos
estocasticos onde o payoff em um dado
instante depende desse estado e das acoes
que podem ser tomadas nesse instante.

De acordo com Merton (1973), em
seu pressuposto nuimero oito, “0 Processo
estocastico que descreve o valor da
oportunidade de investimento e suas
variacdes no tempo deve ser representado
como um processo de Markov homogéneo”.
Essa utilizac@o generalizada do pressuposto
de processos estocasticos markovianos é
extremamente importante ja que explicita
que os retornos esperados para os ativos
reais ndo dependerdo de qualquer outra
variavel que nao seja o preco do proprio
ativo considerado.

1. Modelo matematico e premissas
utilizadas com teoria dos jogos e
opcoes reais

Alideiabasica dos modelos de precificacio
de opc¢oes esta relacionada a abordagem de
investimentos via teoria de Opcoes Reais.
Cada firma detém uma sequéncia de
oportunidades de investimento, analogas ao
exercicio de opcdes de compra sobre ativos
reais. Na imensa maioria dos modelos com
op¢oes, tanto reais quanto financeiras, o
ponto de partida é um processo exogeno
para o valor do ativo-objeto, seja o preco das
acoes no modelo de Black and Scholes, ou
o fluxo de caixa dos projetos (BRENNAN;
SCHWARTZ, 1985; MCDONALD; SIEGEL,
1986). No entanto, para o estudo em
questdo, o valor do retorno do investimento,
que determina o exercicio ou néo das opcoes,
¢ endogeno, ja que depende das estratégias
de exercicio dos demais detentores das
opcoes. Nesse ambiente de negocios, o
exercicio 6timo das opcoes ndo pode ser
obtido isoladamente, mas sim calculado
como resultado de equilibrio baseado em
Teoria dos Jogos.

Segundo Grenadier (2002), considera-
se uma industria definida como oligopolio,
composta por n firmas idénticas, produzindo
um tnico e homogéneo produto. A um
tempo t, a firma i produz q(t) unidades
desse produto, que pode ser dividido
infinitamente. O preco de uma unidade desse
bem, P(t), flutua de forma estocdstica no
tempo de acordo com a definicao abaixo:

P(1)=D[X(1).Q(N] ()

onde D representa a funcao demanda
inversa, X() € o processo de choque exdgeno

na demanda, e Q(r) =Z§=| q_;(f) é
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o processo de oferta da industria. Por
simplicidade, assume-se que ndo ha
custos variaveis de producdo, de forma
que P(t) representa o fluxo de caixa por
unidade. O processo de oferta de todas as
firmas, exceto a firma i é apresentado por
Q_i(N =2 .4:(1). O fluxo de lucro
da firma i, dado o estado atual da industria,
¢ definido por:

mX(6), q:(¢), @_i(D)] = q:(1) - D[X (), ¢ (1) + 2 ()] (2)

Assume-se também que a funcao D é tal
que as condicoes A =) ‘qz_ﬂa-‘: 0
valem para todo 1.7% %4 4

A qualquer momento do tempo, cada
empresa pode investir em capacidade
adicional para aumentar sua producido
por um incremento infinitesimal dq, =
dQ/n. Se todas as firmas aumentarem sua
capacidade simultaneamente, Q(t) sofrera
um aumento equivalente a dQ. O custo
desse incremento ¢ linear: o aumento da
producéo da firma envolve um custo K por
unidade produzida.

A opcao pela modelagem em tempo
continuo esta fundamentada na possibilidade
de utilizarmos as equacdes diferenciais que
contemplem aumentos e quedas infinitesimais
de preco e custo das unidades ofertadas
por parte das empresas participantes do
oligopolio. Esses aumentos e quedas podem
ocorrer em qualquer instante de tempo,
determinando o valor adequado do “gatilho”
e a relacdo entre a oferta e demanda das
unidades negociadas continuamente a
medida que o tempo passa.

Nesse sentido, segue-se a estrutura
de mercado proposta por Merton (1973),
considerando principalmente seus
pressupostos de numero dois e sete. O
pressuposto dois indica que ndo existem
custos de transacao, taxas ou problemas
de indivisibilidade dos ativos. Ja o
pressuposto sete indica que as transacoes
de compra e venda dos ativos sao realizadas
continuamente no tempo. Pode-se considerar
que o pressuposto sete deriva diretamente do
pressuposto dois. Se nao existem custos de
transacao e os ativos podem ser negociados
em qualquer escala, os investidores irdao
revisar suas carteiras a todo o momento.
Na realidade, custos de transacoes existem
e os modelos de tempo discreto sao capazes
de reconhecé-los. Segundo Merton (1973),

a grande dificuldade encontrada com esse
tipo de modelo é que o intervalo de tempo
entre as transacdes seria estocdstico e
naoconstante, impossibilitando a obtencao
de solucées unicas fechadas. Isso porque
a demanda por ativos e o equilibrio de
mercado encontrado vai depender do
intervalo de tempo escolhido.

Considerando a natureza dos
investimentos realizados pelos participantes
do mercado imobiliario, o modelo no
tempo continuo para obtencao do valor dos
ativos e dos “gatilhos” fica mais ajustado
ao “mundo real” que o modelo em base de
tempo discreto. Essa vantagem na obtencéo
das solugoes propostas pelo modelo em
tempo continuo compensa a dificuldade
operacional decorrente do uso de técnicas
matematicas mais sofisticadas.

O choque, X(1), ¢ a fonte de incerteza
do modelo. Para cada ponto no tempo, até
mesmo a demanda no instante seguinte
¢ incerta. Assume-se que X(t) segue um
processo de difusao homogéneo no tempo
da forma:

dX = p(X)dt +o(X)dz (3)

onde z(t) ¢ um processo de Wiener. Essa
classe de processo engloba varios casos
especiais usados frequentemente na literatura
sobre opcoes reais. Se p(X) = pX, e 6(X) = oX,
entdo X(t) segue um Movimento Geométrico
Browniano — MGB, com distribuicao log-
normal. Se pu(X) = 11, e 6(X) = G, entdo X(t)
segue um Movimento Browniano, com
distribuicdo normal. Assume-se que o fluxo
de caixa ¢é avaliado de forma neutra ao risco,
sendo r a taxa de desconto neutra ao risco.

A decis@o 6tima de exercicio das opcoes
deve ser parte de uma solucdo endogena
de equilibrio de Nash para estratégias de
exercicio. Cada firma escolhe seu processo
de producao q,(t) de forma a maximizar
seu valor, condicionado as estratégias de
exercicio assumidas por seus competidores.
O vetor que define as n diferentes estratégias
[ql‘(t), e qn*(t)] constitui um equilibrio
de Nash se q,"(t) for a estratégia otima para
a firma i, considerando que as estratégias dos
demais competidores, Q_i*(t), ja foram dadas.
Matematicamente, seja V' = [X, q,, Q ; q,(D),
Q_i(t)] ovalor da firma i, para dada estratégia
q,(0) e Q (1), onde (X, q;, Q) sdo os valores
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iniciais para as variaveis de estado. V' pode
ser escrito como o valor presente do fluxo
de caixa futuro esperado:

VX, g Qi3 g:(1). Q_i(1)]

- g \ [ n

=E{ [ ermixe. .0 0= [ e K dg )] ),

condicionado ao estado atual (X, g, Q).
Assim, a estratégia [q, (D), ... , q (D]
constitui um equilibrio de Nash se:

VIX, i, Qs g7 (1), 0% ()]
sup V'-IX, q;, O_i5 g;(1), Q‘_:(I)J

fail =0}

,(5)
para todo i.

Para o caso do equilibrio simétrico, q,"(t)
= qj‘(t), paratodoi,je, entdo, q,'(t) = Q'()/n,
para todo i.

O grande problema pratico do Equilibrio
de Nash — EN ¢é que geralmente se tém
multiplos ENs. Isso é frequente em jogos
dinamicos. A pergunta natural é: Qual
equilibrio deve prevalecer? Em jogos
dinamicos, o conceito de EN nado consegue
eliminar vérias estratégias naocriveis. E
necessario adicionar uma racionalidade
sequencial no caminho do equilibrio. O
principio da racionalidade sequencial estipula
que a estratégia de um jogador deve especificar
acoes Otimas em todos os pontos da arvore
de jogos. Para analisar jogos dinamicos,
precisamos do conceito de Equilibrio de Nash
Perfeito em Subjogos — ENPS.

Selten (1965) introduziu o conceito de
ENPS para jogos dinamicos. O conceito
de ENPS usa o principio da racionalidade
sequencial e o conhecido processo de
otimizacdo backwards — retroinducao.
A retroinducao estabelece primeiro as
estratégias otimas nos nos terminais e
depois estabelece as estratégias 6timas nos
nos anteriores. O precursor foi o teorema
de Zermelo (1913), que pode ser assim
enunciado: “Todo jogo finito de informacio
perfeita tem um EN em estratégias puras que
pode ser obtido através de retro-inducéo”.

No jogo finito com informacéo perfeita,
o teorema de Zermelo assegura que o ENPS
pode ser obtido por retroinducao. O ENPS
¢ Unico caso em que nenhum jogador tem
os mesmos resultados em nos terminais
quaisquer. Existe uma ligacdo estreita obvia
entre o conceito de ENPS e o de programacio
dinamica: ambos usam otimizacdo via
retroinducdo. Para determinar o ENPS, o

processo inicia-se por meio da procura do(s)
EN(s) nos noés terminais. Na sequéncia,
substitui-se esse subjogo pelos resultados do
EN e sera analisado o subjogo predecessor,
procurando o EN, até chegar ao no inicial.
Nos casos de jogos infinitos, a definicdo de
ENPS permanece no sentido de que induz
EN em todos os subjogos, apesar de néo
haver um noé terminal para trabalhar via
retroinducio.

Dado o estado da natureza representado
para o oligopoélio pelo preco P < P*
— gatilho —, a estratégia de esperar os precos
subirem e “parar a espera” — entrar — em
P = P* ¢ equilibrio de Nash: desviar dessa
estratégia investindo antes — em um P
< P* — ¢ pior para a firma porque ela
teria um Valor Presente Liquido esperado
negativo. Esperar o preco subir para um
valor P > P* ndo ¢é factivel, pois como as
outras — potencialmente infinitas — firmas
estdo investindo em P*, o preco nunca
subira acima de P*. Logo, nenhuma firma
unilateralmente tem incentivo para desviar
da estratégia de exercer a op¢ao de entrar
em P = P*. Assim, é um equilibrio de Nash
o vetor de estratégias onde todas as firmas
homogéneas esperam enquanto P < P*
s6 investem quando P atingir P*. Como a
opcao de entrar é perpétua, esse EN ocorre
para todo subjogo que comeca em qualquer
instante de tempo. O que importa é o estado
danatureza (P), caracterizando, dessa forma,
um equilibrio de Nash markoviano perfeito
em subjogos.

Cada firma depara-se com um problema
de programacdo dinamica em determinar
sua estratégia de investimento otima,
considerando as estratégias de investimento
dos demais competidores. O estado da
industria a qualquer instante é totalmente
caracterizado pelo vetor [X(0), ql(t), ..,qn(t)],
onde os valores iniciais das variaveis sio
apresentados como [X, qi,..,qn], onde X(0)
=Xe q(0) = q,, para todo i. A solucdo para
esse problema de programacdo dinamica
pode ser derivado por meio da teoria de
precificacdo de opcoes.

Cada firma detém uma sequéncia
de opcdes para aumentar sua producéo,
reconhecendo que o exercicio das opcdes de
investimento por parte de seus competidores
ird impactar seu proprio exercicio. Para
cada nivel de producao qa firma tem uma
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opcdo perpétua do tipo americana sobre o
fluxo marginal dos lucros por um aumento
da producao para g, + dq, com preco de
exercicio equivalente a K x dq. De forma
semelhante, as demais (n-1) empresas detém
opcoes de elevar sua producdo, fato que
impacta diretamente os lucros da firma i.
Assim, enquanto a firma i controla a evolucao
do processo q(t), reconhece também que a
evolucdo do processo er(t), que esta fora de
seu controle, ajuda a determinar o retorno
do exercicio de suas op¢des de investimento.
Tais opc¢oes serdo exercidas no primeiro
momento em que X(t) atingir um gatilho que é
funcao do estado atual da industria, (q,, Q).

Supde-se que os competidores da firma i
aumentam sua capacidade a cada momento
em que X(t) supera uma dada funcéo gatilho
X'(q,, Q,), que serd descrita como X". Seja F!
[X,q, Q,; X" ovalor da firma1i, resultante da
estratégia de investimentos dos concorrentes.
Considerando o retorno instantaneo de F! [X,
q,, Q ; X' sobre a regido na qual nao ocorrem
novos investimentos. De acordo com o lema
de Tt0, a alterac@o instantanea em F'é:

dF' = [%J(X)’F;XM(X)F;} di + o (X)Ffdz ©
Em adicdo ao ganho de capital, o nivel
de producio atual da firma i propicia a taxa
de fluxo de dividendos de Tr,l[X, qp er]. No
entanto, o retorno total esperado em F' por
unidade de tempo, o, é:
@ = El:dF' + (X, g, Q_)dt . i

Ft dr
1

Fi

1 .
[;G(X)ZF}(X (X +m(X, g, Q_;)]
- )
Como o retorno esperado no equilibrio
para esse ativo deve ser igual a r, fazendo o,
igual ar e simplificando os termos, chega-se a
seguinte equacdo diferencial no equilibrio:
1 i . ,
0= So(X)Fy +p(X)F - rF'+ m(X, 4, 0_)

(®)
A solucdo F' [X, q, Q,; X'] para essa
equacdo diferencial deve satisfazer a algumas
condicoes de contorno adequadas. A
primeira condicao de contorno que F' deve
satisfazer é a de “value-matching”. Suponha
que a firma i exerca sua opcao de expandir no
gatilho X! (qi, Q_‘)‘ No momento do exercicio,
q, sofre um aumento infinitesimal de dq e a
empresa paga o preco de exercicio K x dq.

Assim, no instante do exercicio, F!
(X' (q, Q). q, Q; X = F [X' (q, Q),
qi +dq ,Q_; X'l — K x dq. Dividindo pelo

incremento dq, a condicao de value-matching
pode ser escrita da seguinte forma:

I i
8_(;-[X (9, 0-)-4-Q2 s X ']=K

i )

A segunda condicéo de contorno que F!
deve satisfazer é a equacio que assegura que
o gatilho X (qi, Q.l) foi escolhido de maneira
otima. A condicdao de smooth-pasting é tal
que F' [X'(q, Q). q, Q; X1 =F [X'(q,
Q). qi +dq ,Q ; X]. Escrevendo de outra
forma, obtém-se:

2 g

3q,0X

[X'(q,0_), g Qs XT']=0
(10)

A ultima condicdo de contorno que
F' deve satisfazer é a de value-matching
para a funcéo disparo dos competidores,
X"(ql,Q_i). No momento do exercicio das
opcdes por parte dos concorrentes da firma
i, Q, aumenta por um incremento de dQ .
Entao, no instante do exercicio competitivo
F[X(q,Q.).q,Q; X'l =F[X(q,Q,),q.Q+
dQ_; X']. Dividindo pelo incremento dQ ,
essa condicdo pode ser escrita da seguinte
forma:

ar
aQ_; 1)

Toda a discussao sobre o equilibrio
competitivo esta sintetizada no item a seguir.

[X_i(qi' Q—r)! 4i, Q—i; X_f] =0

2. Sintese do modelo de equilibrio

O valor de equilibrio de cada firma i sera
descrito como V'(X, q,, Q). A estratégia de
investimento no equilibrio para cada firma
i é caracterizada por meio de uma elevacao
incremental de sua producdo sempre que
X(v) atingir o gatilho )_((ql, Q). As fungoes
VX, q,Q)e X(qﬂ Q) sao solucoes da
seguinte equacio diferencial:

_1 2ypi i i ;
O_EU(X) Vigy +(X)Vy —rV' +7(X,q,0_) (12)

sujeito a

avi _

— | X( Qg Q=K
5"1#[ 4.0-)- 40 0- (value-matching)
gZVi

a2 41. 0] =

0
(smooth-pasting)
L —
— | X(4:01). 4, Q] =0
5Q_i[ %.L-h4 ] (value-matching
para a funcéo disparo dos competidores,

X'(q, Q).

Pode-se, agora, caracterizar
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completamente o Equilibrio de Nash para
as estratégias de investimento. Como o
equilibrio € simétrico, X'(q, Q) = X'(q,,
Q,), para todo i, e pode ser escrito como
o gatilho comum de equilibrio X (q, Q.
Entretanto, a determinaciao da funcido de
equilibrio, X (q, Q)), € a solucao de um
problema mais complicado de um ponto
fixo em uma funcao espaco. Para um gatilho
competitivo X (g, Q)), o gatilho da estratégia
6tima para a firma i também ¢ X (q,Q,).No
entanto, para que X (g, Q) seja o gatilho
simétrico de equilibrio, FI[X, q,, Q ; X] deve
satisfazer a equacéo diferencial e as condicdes
de contorno apresentadas acima, onde o
gatilho otimo X'(q, Q) € igual a X (q, Q,
escrevendo o valor (ia firmaicomo V' (X, q,,
Q)=FIX q,Q; Xl

3. Enfoque simplificado para a
derivacao do equilibrio

A determinacdo do EN para estratégias
de exercicio de opcoes €, aparentemente,
um problema bem complexo. No equilibrio,
acreditando a firma i que seus competidores
irao exercer suas opcoes no gatilho X (q, Q,),
ela também exercera sua op¢ao em X (qj,
Q). A determinacao do equilibrio parece
requerer uma estratégia 6tima de exercicio
que represente uma solucdo Unica para as
equacdes diferenciais propostas. Felizmente,
esse problema pode ser reduzido a uma
forma ndo mais complexa que uma questdo
de precificacdo de op¢oes reais.

Considerando o tempo continuo e
um cenario de equilibrio perfeitamente
competitivo, Leahy (1993) demonstrou que
a politica de investimento de cada firma é
idéntica a estratégia miope, na qual a empresa
ignora o efeito que os competidores exercem
no preco das opcoes. Assim, desenvolve-se
a estratégia de exercicio relacionada ao EN
como se fosse determinada por uma firma
possuindo uma estratégia miope de exercicio
das opcdes reais. Assim, transformamos a curva
de demanda das firmas de uma forma peculiar,
a fim de obter o equilibrio em um oligopdlio
como se a industria fosse perfeitamente
competitiva. Dessa forma, estendemos a
soluc¢o do problema de otimizacéo individual
para o ambiente do oligopdlio analisado,
determinando o equilibrio estratégico do
exercicio das opg¢des a partir de um ambiente
competitivo artificial.

Considere uma firma miope i que
ignora todo o potencial do exercicio
competitivo. Isto ¢, dado o nivel atual de
oferta competitiva, Q , a firma miope assume

que Q,ira permanecer fixo para sempre. O
valor dessa firma miope sera descrito como
M (X, q, Q) e o gatilho para o exercicio
otimo sera Xm(ql, Q,l)- Dessa forma, M!
X, q, Q.1> e X‘“(ql, Q_I) sdo determinados
simultaneamente como solucdes para a
seguinte equacdo diferencial:

1 : . ;
0= EU(X}ZM}x +uX)My —rM' +m(X. g, Q) (13)

sujeito a

M
S 1XM@,0-).4, 0] =K .
4 (value-matching)

ﬂ[X”‘(qu )4 Q] =0
dgidX e (smooth-pasting)
Esse sistema ¢ idéntico ao desenvolvido
anteriormente para F', com excecdo de
que a condicdo de value-matching para
as estratégias de exercicio competitivo ¢é
ignorada. A solucao para M' (X, q,, Q)
e seu gatilho associado X™ (q, Q) ¢ a
de um problema padrdo na literatura de
opcoes reais, consistindo em uma equacéo
diferencial sujeita a uma condicao de value-
matching e a outra de smooth-pasting.

Acestratégia de exercicio para o Equilibrio
simétrico de Nash ¢é caracterizada pelo
aumento da oferta de cada firma sempre
que X(t) alcance o gatilho miope X™ (q,,
Q). A dimensao do equilibrio pode ser
reduzida para o caso do equilibrio simétrico,
dado que q; (1) = q; (1), para todo i,j e,
entao, ql*(t) = Q'(O)/n, para todo i. Assim,
pode-se escrever a estratégia de exercicio no
equilibrio como uma funcao somente de Q.
O gatilho miope pode ser descrito como X™
(Q/n, [n-1/m]Q).

De acordo com a critica apresentada por
Back (2007), o problema fundamental para
a solucéo desse tipo de jogo é que ele seria
mal definido. Se uma das firmas desviar-se do
equilibrio proposto, nao investindo quando o
“gatilho” calculado é atingido, o investimento
agregado das demais empresas ndo seria
suficiente para refletir o preco nesse gatilho.
A estratégia sugerida por Grenadier (2002)
exige investimentos discretos equivalentes
quando o preco supera a barreira, para que
seu valor volte ao nivel do gatilho.

Caso somente n-1 firmas realizem seus
investimentos, o preco permanecera acima da
barreira refletora e a estratégia em equilibrio
demandara investimentos adicionais. Quando
esses investimentos serdo realizados? Podem
ser implementados simultaneamente aos
investimentos originais? Uma resposta

63

R. Bras. Eco. de Emp. 2008; 8(2): 57-72



64

R. Bras. Eco. de Emp. 2008; 8(2): 57-72

Teoria dos jogos e opcdes reais: uma aplicacdo no mercado imobiliario brasileiro

afirmativa a essas questoes permite que as
firmas j condicionem o montante de seus
investimentos a impossibilidade de a firma
i realizar novos aportes simultaneamente.
Isso parece contrario a ideia do equilibrio
para o oligopdlio, apesar de considerarmos
tal fato como um limite a possibilidade de
reacdo instantanea das empresas, ainda que
tal analise ocorra em tempo continuo.

Adotando essa logica, as firmas j
poderiam reagir no “gatilho” a ineficiéncia da
firma i realizar o investimento a esse preco,
ferindo a logica do equilibrio para o jogo
proposto por Grenadier (2002). O “gatilho”
definido representaria um equilibrio para o
oligopolio se for permitido que as firmas j
atuem apos o desvio provocado pela falta de
investimento da firma i, refletindo o preco
do ativo analisado.

A critica de Back (2007) consiste no fato
de que, sob essas condicdes, tais firmas sdo
tomadoras de preco — price takers — e nao
perfeitamente competitivas — miopes —
como exposto por Leahy (1993). Dessa
forma, considerando a analise em tempo
continuo — investimentos e ganhos
infinitesimais —, cada firma seria indiferente
ainvestir no nivel do “gatilho”, ja que assume
que outras firmas irdo investir o suficiente
para refletir o preco nessa barreira, ainda que
ela nao invista.

Segundo Back, isso ndo significa que
a competicdo perfeita é a unica forma de
equilibrio para o oligopolio. O equilibrio
proposto por Grenadier (2002) pode ser
obtido via punicio das firmas que fujam da
estratégia apresentada ou que facam algum
tipo de associacdo — colusdo. Assim, a(s)
empresa(s) que busquem outro tipo de
atuacao em relacdo aos concorrentes nao
ganhariam o suficiente para superar o valor da
punicéo, além da vantagem pretendida com a
andlise da atuacdo das demais firmas.

Em resposta a tal critica relacionada a
seu paper, Grenadier (2002) afirma: “Yes,
I'm aware of that Back paper. It is entirely
incorrect, as it assumes price-taking firms
(which has nothing to do with Cournot
equilibrium).” Com isso, Grenadier utilizou
o conceito do Equilibrio de Cournot (1838)
para apoiar seu modelo de equilibrio no
oligopdlio e a soluc¢do da equacéo diferencial
baseada em simplificacoes do modelo para
competicdo perfeita. Cournot afirma que os
jogadores escolhem as quantidades ofertadas
de forma simultanea e independente, e

o preco em equilibrio é aquele para o qual
as quantidades ofertada e demandada se
igualam. A funcdo de reacdo proposta por
Cournot ¢ tal que a producio otima de uma
firma ¢é especificada em funcio das possiveis
producdes das demais firmas. Assim, o EN
proposto por Grenadier poderia ser aplicado
em casos de oligopdlio, ainda que apoiado em
conceitos relacionados a competicéo perfeita.

4. Exemplo de obtencao da soluciao
fechada no equilibrio para o jogo de
exercicio das opcoes

No caso base, assume-se especificacoes
tipicas tanto para o processo de choque X(t)
quanto para a curva de demanda inversa
D(X,Q). Tais especificacoes sao comuns
na literatura de Opcoes Reais e teoria dos
Jogos. Assume-se também que a funcao
de demanda inversa de mercado é do tipo
constante-elastica:

P(t)=X(1)- Q)77 (14

Define-se y> 1/n (nesse estudo v=1,5)
para garantir que os ganhos marginais,
para um determinado valor de n, sdo
crescentes em X. X(t) representa um choque
multiplicativo na demanda e evolui como um
movimento Geométrico browniano:

dX =pXdr+oXdz

Assume-se que r>p para garantir a
convergéncia do processo. A escolha pelo
movimento Geométrico browniano como
processo estocastico para representacao do
choque de demanda sera explicado mais tarde
no artigo, quando for detalhada a série historica
dos precos dos ativos a serem analisados.

Solucionando a equacao diferencial 0 =
1/26(X)? F_ +u(X)FX -1F + Q/m D(X,9Q),
sujeita a condicao de contorno dF/dQ
[X*(Q), Q] = K/n, o valor de cada firma
no equilibrio, F(X,Q), pode ser expresso
como:

=1

Q7

X
F(X. Q) =C(0) X+

cio-(Z)(2)
-] o

(16)
onde,
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O gatilho para o investimento no
equilibrio, X*(Q), pode ser expresso da
seguinte forma:

X = . %
(Q) =v-Q a8

() e
o (.3—1 1) (19)

—(p=1a)+ /(- L0?) +2r0?
B= 3 >

v}

onde,

1
(20)

5. Analise do mercado imobiliario
residencial na cidade do rio de
janeiro

a) Introducao

Nessa secdo, serdo realizadas analise e
aplicacdo empirica do modelo desenvolvido
anteriormente, para o caso especifico do
mercado imobilidrio residencial na cidade do
Rio de Janeiro. Para tanto, cada parametro do
modelo sera devidamente estimado e, para
aqueles parametros onde nao for possivel
estimar ou encontrar uma boa proxy, um
valor inicial arbitrério sera atribuido. Todavia,
como um dos objetivos do presente trabalho
é verificar a compatibilidade do modelo
teorico aqui desenvolvido com a realidade,
uma ferramenta essencial ¢ a estimacdo do
ciclo real de negocios do mercado imobilidrio
para a cidade do Rio de Janeiro, pois, uma
vez de posse desse resultado, poderemos
averiguar se os periodos de aquecimento
desse mercado, conforme previsto pelo
modelo, sio compativeis com os periodos de
aquecimento encontrados na realidade.

b) Estimando o movimento browniano
Geométrico

i) Parametros do processo de precos de
venda dos imoveis

Uma das principais hipoteses do modelo
utilizado nesse trabalho é que o fluxo de caixa
analisado segue um MGB. Considerando,
entdo, como fluxo de caixa a receita da
venda das unidades da propriedade, para
estimarmos tanto a expectativa quanto a
variancia da taxa de crescimento do fluxo
de caixa, isto ¢, p e O, respectivamente,
utilizamos uma série de valores mensais
médios, com inicio em marco de 2003
e término em marco de 2006, para os
precos de venda de imoveis residenciais

por bairros e tipo de apartamento na
cidade do Rio de Janeiro, divulgado pelo
Sindicato das Empresas de Compra, Venda,
Locacdo e Administracdo de Imoveis e dos
Condominios Residenciais e Comerciais
do Estado do Rio de Janeiro — Secovi-R],
representante legal dos condominios e das
administradoras de imoveis nessa regido.

Os valores dessa série sdo calculados
retirando-se a média aritmeética de todos os
precos de oferta de venda de imoveis por
bairros e por tipo de apartamento em um
determinado meés do ano, anunciados nos
Classificados do Jornal O Globo, veiculo
de imprensa escrita de maior circulacao
na cidade do Rio de Janeiro. Infelizmente,
as séries ndo possuem nenhum tipo de
equalizacao nos dados, contabilizando, da
mesma forma, unidades de apartamentos de
diferentes idades, localizacdo e andar. Como
consequéncia, podem existir meses nas séries
onde os valores possuem uma variacio acima
do normal, deixando de refletir uma real
variacdo nos precos de venda dos imoveis.

Como estimativa da volatilidade do
fluxo de caixa (0), foi utilizado o estimador
nao viesado da variancia. As estimativas dos
parametros foram realizadas apds retirar a
primeira diferenca do logaritmo natural das
séries, como descrito nas equacdes abaixo.

Se os precos seguem um MGB (p, 0),
isso implica na seguinte equacdo em tempo
discreto:

In(P) =a+1In(P_)+e @D

Para sequéncias i.i.d. € ~ Normal(0, 6%/
N); para dados didrios, N = 252 — dias tteis
- e para dados mensais, N = 12. Assim,

Var [In(P ) - In(P_ )] = Var[ £] = 6/N (22)

6% = N Var[In(P ) - In(P,_,)] 23)

Para a obtencdo da tendéncia neutra
ao risco (p), foi utilizada a relacéo entre o
retorno do investimento, ganho de capital e
distribuicao de dividendos.

Taxa de retorno total (p) = taxa de ganho
de capital () + taxa de dividendos (8)
A taxa de retorno total (p) pode ser

definida como a soma da taxa de juros livre
de risco (r) e o prémio de risco (7). Assim,

T+T=0+0 24)
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Trabalhando as duas equacdes para
o retorno total (p), obtém-se a seguinte
importante relacdo:

25)

Em outras palavras, a tendéncia (o)

o-T=r-9

penalizada pelo prémio de risco (n) é
igual a taxa livre de risco (r) menos a taxa
de dividendos (3). Essa tendéncia o — T
¢ chamada tendéncia neutra ao risco (p).
Assim, r — 6 também ¢ uma tendéncia neutra
a0 risco.

Para o caso do mercado imobiliario, a
taxa de dividendos sera calculada por meio
da relacdo entre os beneficios obtidos pelo
proprietario ao alugar seu apartamento
e o valor do imovel. Esses beneficios sio
resumidos na taxa de aluguel cobrada ao
inquilino e na taxa de condominio que o
proprietario deixa de pagar devido ao aluguel

da unidade.
§ (taxa anual) =

valor do aluguel (anual) + valor do condominio (anual)
valor do imovel
(26)

Para justificar a escolha do MGB como
processo estocastico para descricdo de
P(1), realiza-se o teste da raiz unitaria de
Dickey-Fuller. Conforme exposto adiante,
esse teste pode confirmar a adequacao do
MGB a evolucido da série de precos do ativo
analisado.

Seja P(t) o preco no instante t. O
primeiro passo para a realizacdo do teste
de Dickey-Fuller engloba a busca dos
dados — série temporal — e o calculo dos
logaritmos In(Pt). Se os precos seguem um
MGB (0., 6), isso implica na seguinte equacio
em tempo discreto:

P[):a+ln(P[_l)+8t Q7

O MGB pode ser testado, por exemplo,
analisando a hipéotese do coeficiente de 1n(Pl B l)
nessa regressao ser unitario. Esse ¢ o chamado
teste da raiz unitaria de Dickey-Fuller. No caso
do processo estocastico conhecido como de
reversio a média, o coeficiente de 1r1(Pl ) 1) na
equacdo anterior sera menor que um. Seja a
equacdo mais geral:

Pt)=a+bln(P[_l)+8t (28)

Ao invés de estipular b = 1, observa-se
os dados utilizados para a regressao acima,

de forma a obter o coeficiente angular da
equacdo (valor de b). Caso 0 <b < 1, teremos
indicios de reversao a média. Assim, faz-se a
seguinte regressao entre [In(Pt ) — ln(Pl B l)]
Versus ln(P[ . ):

In(PY) -InPt-D=a+b-1DInPt-1) +et (29)

No caso da série de precos utilizada
para os bairros de Copacabana/Leme
— apartamentos de dois quartos — e
Botafogo/Humaita — apartamentos de
trés quartos —na cidade do Rio de Janeiro,
as estatisticas descritivas obtidas apos a
realizacdo do teste da raiz unitaria estao
apresentadas nos quadros abaixo. Esses
resultados foram encontrados com a ajuda do
software Gretl, a partir dos dados mensais de
precos para o periodo entre maio de 2003 e
junho de 2007 - cinquenta observacdes.

Quadro 1 Teste Dickey-Fuller para dados
mensais de precos de imoveis de dois quartos
nos bairros de Copacabana e Leme na cidade
do Rio de Janeiro — periodo entre maio de 2003
e junho de 2007.

Estatistica
Copacabana/

Variavel — Coeficiente i t(p
Leme 2Q padrao valor)
In(Pv) 0,001 0,002 0,420 0,804

Quadro 2 Teste Dickey-Fuller para dados
mensais de precos de imoveis de trés quartos
nos bairros de Botafogo e Humaita na cidade
do Rio de Janeiro — periodo entre maio de 2003
e junho de 2007.

Botafogo/ E Estatistica
Humaita Variavel Coeficiente n? t(
padrio P
3Q valor)
In(Py) 0,001 0,002 0,631 0,853

Teste Dickey-Fuller aumentado, sem

constante, de ordem 1, para variavel In(Pt)

Dimensdo de amostragem: cinquenta

observacoes
Hipotese nula de raiz unitaria: b = 1

Esses resultados néo refutam a hipotese
nula de raiz unitdria b=1. Dessa forma, o
MGB pode ser utilizado como processo
estocastico para a série de preco dos ativos
considerados, pois ndao ha indicios de

reversio a média.
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Na tabela 1 abaixo, encontram-se os
valores das estimativas tanto das expectativas
das taxas de crescimento anual neutra ao
risco dos precos dos imoveis (p) como
das volatilidades (o), para apartamentos
de dois quartos em Copacabana/Leme e
apartamentos de trés quartos em Botafogo/
Humait4, bairros da cidade do Rio de Janeiro.
Além disso, estao incluidas a taxa de juros
livre de risco (r) e a taxa de dividendos para
o caso desses dois bairros ().

Tabela 1 Estimativas das taxas de crescimento
anual neutro ao risco (n) e das volatilidades
anuais (0) dos precos de venda dos imoveis na
cidade do Rio de Janeiro. Taxa de juros livre de
risco =>r = 12% ao ano.

Tendéncia .
. X Dividendos
Bairro neutra ao Desvio (6)
. ©)
risco (p)

Copacabana/ 0 o =0

Leme 2Q) 3,95% 4,85% 8,05%
Botafogo/
Humaita 525% 2,15% 6,75%
[€10)}

ii) Parametros do processo de custo de
construcao

Para estimar os parametros que descrevem
o custo de construcdo por densidade, 0. e G
respectivamente, vamos utilizar uma série
de valores mensais — média — do custo
unitario basico médio por metro quadrado
de construcdao por metro quadrado para a
cidade do Rio de Janeiro —, CUB médio-R],
divulgado pelo Sindicato da Industria da
Construcéo Civil no Estado do Rio de Janeiro
- Sinduscon/R] com inicio em marco de 2003
e término em marco de 2006. A Sinduscon/
RJ é responsavel pelo fortalecimento
institucional do setor, promovendo acdes
concretas voltadas para o bem-estar da
populacio e dos trabalhadores da industria
da construcao. E o 6rgao que divulga essas
séries de custo de construcdo para diversos
projetos-padrao representativos. A série
escolhida para estimacao dos parametros
foi a de um apartamento em edificio com
oito pavimentos, dois quartos, padrao
de acabamento normal. Essa série foi
a escolhida, pois é a mais amplamente
utilizada como preco médio do metro
quadrado na cidade do Rio de Janeiro. Foi

retirada a primeira diferenca do logaritmo
natural das séries e estimadores tanto para
variancia quanto para taxa de crescimento
real do custo de construcdo. Na tabela 2,
encontram-se os valores dos parametros o e
0, respectivamente, estimados utilizando-se
a série do CUB médio-RJ.

Tabela 2 Estimativas das taxas de crescimento
anual (o) e das volatilidades anuais (c) dos
custos de construcao dos imoveis na cidade
do Rio de Janeiro a partir da série do CUB
médio-R]J.

Indice Tendéncia (o) Desvio (0)

CUB - RJ 8,30% 0,22%

No intuito de simplificar a resolucao
das equacdes diferenciais nesse trabalho,
consideramos um valor constante para o
custo de construcio por densidade (K).

iii) Retorno do ativo livre de risco (1)

Como proxy para o retorno do ativo livre
de risco vamos utilizar o valor atual da taxa
Selic - divulgada pelo Banco Central do
Brasil — que é de 12% ao ano, considerando
a tendéncia de estabilizacao das principais
variaveis macroeconomicas do pais. A Selic
representa a taxa basica de juros da economia,
utilizada nos empréstimos interbancarios e
como referéncia para desconto de fluxos

financeiros “livres de risco”.

¢) Desenvolvimento e principais
resultados do modelo

Algumas consideracdes sobre o
desenvolvimento do modelo devem ser feitas
antes de passarmos especificamente para a
analise dos resultados. Como tanto o fluxo
de caixa oriundo da venda das unidades
construidas como o custo de construcéo
sdo medidos por densidade e unidade de
tempo, para tornar o fluxo de caixa anual
vamos considerar que os prédios estdo
sendo vendidos via financiamento de dez
anos, enquanto o custo de construcio é pago
integralmente no primeiro ano do processo
de construcao. Logo, para transformar a

receita da venda dos iméveis em um fluxo
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de caixa anual basta calcular 10% do preco
de venda integral do imoével. No entanto, os
resultados foram apresentados em termos de
valor integral da venda em relacao ao valor
integral do custo de construcao.

Ja para tornarmos tanto o preco de venda
dos imoveis como o custo de construcéo por
densidade, realizamos os seguintes calculos:

Preco de venda por densidade = (Preco
de venda por unidade) / (Tamanho médio da
unidade em m?) x (Lote Minimo em m?)

Custo de construcao por densidade=
(custo de construcdo por m?) x (lote minimo
em m?)

Feitas essas consideracoes iniciais,
estamos aptos para analisar os resultados.
Inicialmente vamos considerar o modelo
basico sem incluir impostos e tempo de
construcao.

d) Resultados médios

Para o calculo da tabela 3, utilizamos
0s parametros — tanto para o desvio padréo
como para taxa de crescimento neutra ao
risco — para apartamentos de dois quartos
em Copacabana/Leme e apartamentos de
trés quartos em Botafogo/Humaita, bairros
da cidade do Rio de Janeiro.

Os valores de Y(0) representam as
condicodes iniciais para a relacao entre o
preco de venda e o custo de construcdao
por densidade para cada um dos tipos
de apartamentos. Os valores criticos
Y*(Q) representam o primeiro “gatilho”
para cada uma das regioes descritas, ou
seja, a relacdo entre o preco de venda e
o custo de construcdo por densidade que
provocara o primeiro aumento na oferta de
apartamentos por intermédio da construcéo
de novas unidades.

Esses valores criticos Y*(Q) podem
ser obtidos pelas equacdes (19) e (20),
relacionando o preco de vendano “gatilho” v
e o custo de construcdo por densidade K.

_ L)(_v) K
o (.3—1 ny—1 =) 19)

R e e e e e

a2

2o

Tabela 3 Valores iniciais e criticos para a
relacao entre precos de venda e custos de
construcao por densidade dos imoveis na
cidade do Rio de Janeiro.

Valores iniciais Valores criticos

Bairro

(Y(0)) Y*(Q)
Copacabana/
Lome 0O) 3,00 2,85
Botafogo/ 3.00 2.78

Humaita 3Q)

Por meio dos dados apresentados
na tabela 3, pode-se observar que novas
construcoes so deverao ser realizadas quando
o preco de venda atingir algo proximo a 2,8
vezes o valor do custo de construcio.

Esse resultado pode ser comparado com
os valores encontrados no mercado da cidade
do Rio de Janeiro, mas especificamente nas
regioes de Copacabana/Leme e Botafogo/
Humaita. Os precos de venda e custos
de construcao dos apartamentos dessas
regides — entre marco de 2003 e marco de
2006 - foram utilizados para a obtencéo
dos parametros das tabelas anteriores. Para
facilitar essa comparacio, as tabelas 4 e 5,
expostas adiante, apresentam os precos de
venda e custos de construcdo por metro
quadrado para esses bairros entre os anos
de 2003 e 2006. Observados esses valores
mensais, pode-se deduzir que os precos de
venda durante aquele periodo giravam em
torno de 4 vezes os custos de construcao.
Tais valores diferem bastante do resultado
esperado via solucdo das equacdes diferenciais
obtidas para a construcio da tabela 3.

Essa aparente incoeréncia entre os dados
reais e a soluco sugerida pela teoria pode ser
resultado de outros custos envolvidos no
mercado imobilidrio. Durante a construcéo
das unidades, os agentes responsaveis
— incorporadoras e construtoras — devem
lidar com custos de divulgacao e tributos
nao incluidos nos custos de construcio
considerados anteriormente. Além disso,
esses agentes lidam também com um tempo
nao nulo entre o inicio das construcoes e
a venda das unidades, comprometendo o
fluxo de caixa esperado. Todos esses fatores
obrigam as construtoras a compensar tais
custos com ajuda do aumento dos precos
de venda das unidades para manter a
rentabilidade esperada.
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Tabela 4 Relacdo entre precos de venda e
custos de construcdo por metro quadrado dos
imoveis na cidade do Rio de Janeiro — dados
reais obtidos entre marco 2003 e marco 2006.
Bairros de Copacabana e Leme — apartamentos
de sala e dois quartos.

Tabela 5 Relacdo entre precos de venda e
custos de construcio por metro quadrado dos
imoveis na cidade do Rio de Janeiro — dados
reais obtidos entre marco 2003 e marco 2006.
Bairros de Botafogo e Humaita — apartamentos
de sala e trés quartos.

N - -
Mes Preco/m? em CUB médio/ Relacao

Reais m? em Reais Preco/CUB
mar/03 3.077,36 699,64 4,40
abr/03 3.048,83 703,19 4,34
mai/03 3.031,33 708,98 4,28
jun/03 3.119,61 712,31 4,38
jul/03 3.007,40 712,37 4,22
ago/03 3.135,73 734,44 4,27
set/03 3.001,53 734,68 4,09
out/03 3.120,23 737,09 4,23
nov/03 3.225,13 738,12 4,37
dez/03 3.328,25 739,52 4,50
jan/04 3.116,03 740,26 4,21
fev/04 3.268,56 742,56 4,40
mar/04 3.338,24 777,45 4,29
abr/04 3.398,83 777,85 4,37
mai/04 3.153,71 781,55 4,04
jun/04 3.090,68 786,56 3,93
jul/04 3.375,29 788,38 4,28
ago/04 3.734,84 793,43 4,71
set/04 3.339,44 795,32 4,20
out/04 3.476,24 799,07 4,35
nov/04 3.478,05 806,77 431
dez/04 3.459,19 813,11 4,25
jan/05 3.137,23 813,47 3,86
fev/05 3.465,11 816,11 4,25
mar/05 3.605,03 860,55 4,19
abr/05 3.776,56 861,18 4,39
mai/05 4.428,75 867,68 5,10
jun/05 4.352,49 867,26 5,02
jul/05 3.919,07 861,33 4,55
ago/05 3.737,75 860,39 4,34
set/05 3.554,37 857,37 4,15
out/05 3.584,52 852,25 4,21
nov/05 3.337,03 853,63 391
dez/05 3.713,72 854,55 4,35
jan/06 3.693,33 855,87 4,32
fev/06 3.752,52 857,48 4,38
mar/06 4.080,00 894,35 4,56

S - N
Mes Preco/m?> em CUB médio/ Relacao

Reais m? em Reais Preco/CUB
mar/03 2.922,18 699,64 4,18
abr/03 2.830,00 703,19 4,02
mai/03 2.914,05 708,98 4,11
jun/03 3.048,44 712,31 4,28
jul/o3 2.939,34 712,37 4,13
ago/03 2.905,30 734,44 3,96
set/03 3.021,38 734,68 4,11
out/03 3.006,34 737,09 4,08
nov/03 2.869,93 738,12 3,89
dez/03 3.083,33 739,52 4,17
jan/04 2.951,52 740,26 3,99
fev/04 2.895,08 742,56 3,90
mar/04 2.995,09 777,45 3,85
abr/04 2.784,61 777,85 3,58
mai/04 2.92225 781,55 3,74
jun/04 2.998,15 786,56 3,81
jul/o4 295122 788,38 3,74
ago/04 2.946,47 793,43 3,71
set/04 3.070,63 795,32 3,86
out/04 2.930,07 799,07 3,67
nov/04 2.898,65 806,77 3,59
dez/04 2.905,91 813,11 3,57
jan/05 2.862,77 813,47 3,52
fev/05 3.080,00 816,11 3,77
mar/05 3.454,42 860,55 4,01
abr/05 3.310,87 861,18 3,84
mai/05 3.350,75 867,68 3,86
jun/05 3.396,82 867,26 3,92
jul/os 3.113,53 861,33 3,61
ago/05 3.137,94 860,39 3,65
set/05 3.169,72 857,37 3,70
out/05 3.226,80 852,25 3,79
nov/05 3.265,25 853,63 3,83
dez/05 3.22324 854,55 3,77
jan/06 3.384,89 855,87 3,95
fev/06 3.440,39 857,48 4,01
mar/06 3.328,70 894,35 3,72
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e) Compatibilidade do modelo com
o ciclo real de negocios do mercado
imobiliario

A estimacdo do ciclo de negocios do
mercado imobiliario na cidade do Rio de
Janeiro e a comparacéo com os resultados
obtidos com a utilizacdo do modelo
mencionado podem trazer importantes
informacoes para as empresas envolvidas
nesse mercado. A razdo para essa analise é
que, uma vez de posse do ciclo de negocios
para o mercado imobiliario e, comparando
os resultados do modelo com a evolucido da
razdo y — razdo entre fluxo de caixa por
densidade anual por custo de construcao
também por densidade anual —, obteremos
0s momentos 6timos para construcao
segundo modelo e, entdo, poderemos
verificar se esses momentos sdo compativeis
com os periodos de aquecimento do mercado
imobiliario conforme descrito pelos ciclos.

A série escolhida para estimar o ciclo
de negocios do mercado imobiliario é a de
proporcdo da populaciao ocupada por setor
de atividade e regiao metropolitana segundo a
Pesquisa Mensal de Emprego—PME divulgada
pelo Instituto Brasileiro de Geografia e
Estatistica — IBGE, 6rgao responsavel pela
divulgacdo de pesquisas economicas e
indicadores sociais brasileiros. Essa ¢ uma
série mensal, com inicio em marco de 2003 e
término em marco de 2006, que apresenta a
relacao entre o nimero de pessoas ocupadas
em um determinado setor — industria de
transformacao, comércio, construcio civil,
servicos ou outras atividades — e o nimero
de pessoas ocupadas, em um determinado
periodo de referéncia. Vamos entdo focar
na propor¢do da populacido ocupada na
construcdo civil para a cidade do Rio de
Janeiro.

Observando os graficos da evolucio do y
por zonas, nota-se que o y em algumas datas
esta acima da cada y* (gatilhos) encontrados,
indicando um periodo de aquecimento do
mercado imobiliario uma vez que para y>y*
vale a pena para o investidor construir.

Realizando uma analise similar para
as demais datas criticas, ndo conseguimos
observar pelos graficos 1 e 2 uma relacéo
direta entre o aquecimento do mercado
imobiliario na cidade do Rio de Janeiro,
dado pela PME, e as boas oportunidades de
construcéo para as empresas do mercado,

representadas pelos instantes onde” y>y*.
Observacoes de um periodo de tempo
mais longo e de outros bairros da cidade
do Rio de Janeiro podem ser tteis para
uma melhor comparacdo do modelo com a
realidade do mercado de construcéo.

Grafico 1 Evolucao do ciclo real de negocios
do mercado imobiliario na cidade do Rio de
Janeiro entre marco de 2003 e marco de 2006

— bairros Copacabana/Leme.

Ciclo real de negécios do mercado imobilidrio na cidade do Rio
de Janeiro - (March 03 — March 06)
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Grafico 2 Evolucao do ciclo real de negocios
do mercado imobiliario na cidade do Rio de
Janeiro entre marco de 2003 e marco de 2006
— bairros Botafogo/Humaita.

Ciclo real de negdcios do mercado imobiliario na cidade do Rio
de Janeiro - (March 03 — March 06)
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6. Conclusoes

Investimentos no mercado imobilidrio
caracterizam-se como intensivos em capital,
com baixa liquidez e retornos muito lentos,
considerando-se, ainda, as incertezas
existentes na demanda, preco dos imoveis e
custo dos terrenos e construcao que elevam
o risco percebido pelos investidores. Dessa
forma, as op¢oes embutidas nesse tipo de
investimento trazem bastante valor aos
projetos, reduzindo sua exposicao excessiva
ao risco.

Esse estudo mostra como a metodologia
de Opcoes Reais e teoria dos Jogos
pode colaborar na analise financeira de
investimentos no mercado imobiliario, dando
suporte ao processo de tomada de decisao por
parte dos gestores, analisando as diferentes
opcdes e tipos de incerteza embutidos
tanto em seus projetos como naqueles dos
concorrentes. Por meio da utilizacdo de
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parametros de custo e preco dos imoveis,
o modelo pretende determinar a estratégia
6tima de investimentos, considerando o
momento ideal para o desembolso. Essa
estratégia depende da relacdo entre o preco
de venda e custo de construcdo para cada
investidor — gatilho —, além do nuamero
de concorrentes ativos no mercado.

Os dados utilizados nesse estudo sio

relativos a imoveis existentes na cidade do Rio
de Janeiro, considerando precos e custos nos

ultimos trés anos. Os resultados obtidos para
iméveis localizados em duas diferentes regides
da cidade mostram que novos investimentos
s6 deveriam ser iniciados quando o preco
de venda atingisse algo em torno a 2,8
vezes o valor do custo de construcdo. Para
que o modelo representasse de forma mais
consistente a realidade do ciclo de negocios
do mercado imobiliario da cidade, seria
necessaria a utilizacao de uma base de dados
mais extensa, além de valores relativos as
demais regioes da cidade pesquisada.
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Anexo 1 Solucao da equacao diferencial — metodologia de Grenadier

P(t) = X(t) . Q(t)"

V(X,Q) = [C(Q) X B ] + [(XQW="Y) /n(r - p)]

V,=C B XE1+[(QV="Y) In(r—p)]

Vyxa= Cq B X BT+ [(y = 1)/ {(y n)(r—p)}] (@) =0

Co=[-(y =1/ {(v n) (r— )} (@"Y) [(1/8) X "F] (1)

V(X,Q) = [C(Q) X B ]+ [(XQY-"Y) In(r - )]

Vqo=K

Vo= Cq X B+ [XI{n(r— )} [{(y - )(y)HQ"V] =K
Co={K+[(1-V) (V)] XAn(r—u} (Q)]} [X*] (2)
Igualando (1) e (2):

[-(v = 1)/{(v n) (r = )} (Q"Y) [(1/B) X "P] = {K + [(1 - y)/ (V)] [XKn(r — p)}] [(QV)]} [XF]
Usando P(t) = X(t) . Q(t)", teremos:

[(1-VALy n(r—WIB)} P =K+ [(1-y) (y)][P/{n(r—p)3]
PI(1-v)Ayn(r-p}[1/B-1]=K

P=(r—u Ky n/(y-1)I BB -1)] (3)

Para obtermos o valor de C(Q), utilizaremos a equacgao (2) e a igualdade
P(t) = X(t) . Q(t)"v. Assim,

Co= {K - [(v-1)/ (V)] [PAn(r ~ )}T}X*]
Ca={K - [(v-1)/ ()] [PAn(r ~ P Qo]

C(Q) = {K - [(y-1)/ ()] [PAn(r — u)IHP*T [(v)/ (v - B)] [QVHIV] (4)





