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UM MODELO DE TORNEIO COM
INVESTIMENTO EM CAPITALHUMANO*
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Resumo- O modelo de torneio original estuda como as empresas podem utilizar uma
estrutura de competicdo por prémios que incentive o0 aumento do esfor¢o dos funcio-
narios (Lazear e Rosen, 1981). Neste artigo, apresentamos uma nova estratégia de
modelagem de torneios através da inclusdo da possibilidade do individuo poder investir
em capital humano. Tal procedimento permite que se verifiguem os incentivos resul-
tantes e os efeitos do investimento em capital humano durante a competicdo sobre a
produtividade e o esforco dos competidores.
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Abstract - This paper shows the effects of the introduction of human capital
accumulation in the tournament model. The original model studies how companies
may use a structure of competition for prizes to incentive increases in the employees’
effort. The proposed model discusses the introduction of the possibility of individuals
investing in their human capital, verifying the resulting incentives and effects over
competitors’ productivity and effort.
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INTRODUCAO

Uma das grandes preocupacdes das firmas no processo de contratacdo de
seus trabalhadores esté na correta identificacdo da produtividade dos candidatos a um
posto de trabalho e, uma vez que ja efetuada a contratacao desses trabalhadores, em
como se avaliar e recompensar o seu desempenho dentro da firma. Da mesma forma,
o trabalhador se vé diante de um dilema entre sinalizar corretamente sua produtivida-
de potencial no periodo de sele¢do ou esconder algumas de suas deficiéncias diante
do empregador para aumentar suas chances iniciais de contratacdo. Nesse processo,
além de observarmos a existéncia de informagéo assimétrica durante o periodo de
selecdo e recrutamento de trabalhadores por parte da firma, nota-se a existéncia de
incertezas por parte do trabalhador sobre o montante de esforco que o mesmo deve
despender, uma vez que ja esteja contratado, ja que a forma pela qual a firma reage a
produtividade dos trabalhadores pode acabar por ser prejudicial aos mais produtivos.
Um exemplo disso seria o conhecido efedtchet onde a produtividade elevada
num periodo inicial acaba por elevar os padrdoes de cobranca por parte da firma/
empregador para o periodo seguinte (Lazear, 1999).

O modelo padrdao com o maior nimero de aplicagdes praticas a respeito desse
processo de identificacdo e recompensa da produtividade dos trabalhadores € o cha-
mado modelo de torneio (Lazear, 1998). Como trata-se de uma area relativamente
nova, nao ha muita evidéncia especifica disponivel sobre a importancia da teoria dos
torneios. O artigo de Lazear e Rosen (1981) é tido como a primeira apresentagéo e
andlise formal da utiliza¢@o de torneios como forma de contrato de trabalho eficiente.
Seguindo a linha de trabalho desses autores, surgiram outros estudos que tentaram
aperfeicoar e estender o modelo, como Green e Stokey (1983), Nalebuff e Stiglitz
(1983) e Rosen (1986), e ainda trabalhos que analisaram variacdes do modelo, como
Clark e Riis (1998) e Moldovanu e Sela (2001). Algumas pesquisas encontraram
evidéncias empiricas que corroboram a existéncia de estruturas salariais baseadas
em torneios, como Bognanno (2001).

Em todos esses trabalhos, os competidores séo tidos como homogéneos ou
como heterogéneos. Os competidores heterogéneos possuem habilidades pré-determi-
nadas (exdgenas e fixas), seguindo uma certa distribuicdo na populacdo. Essa habilida-
de aumenta a produtividade do individuo ou diminui seu custo de esfor¢co. Rosen (1986)
mostrou que os individuos mais habilidosos sé@o os que se esforgam mais no torneio e sao
0S que possuem a maior chance de vencé-lo. Portanto, quanto maior a habilidade do
individuo melhor para a firma, que recebe um maior retorno na forma de esforgo, e
melhor para o proprio competidor, que aumenta o valor esperado de seu prémio.

Todavia, se considerarmos a teoria do capital humano conforme apresentada
por Becker (1962), a habilidade que o individuo possui para produzir € uma funcéo de
seu estoque de capital humano acumulado. Ainda, este estoque ndo é exdégeno nem
imutavel, mas sim determinado pelo investimento feito no capital humano do individuo.
Sendo assim, haveria interesse do individuo em investir no seu capital humano para
aumentar sua habilidade e, conseqgientemente, aumentar suas chances de vencer o
torneio, considerando os custos e beneficios esperados de tal investimento.
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Portanto, estudar como os torneios afetam o investimento dos funcionarios
em capital humano e determinar qual a forma mais eficiente de se incentivar tal
investimento € de fundamental importancia para a teoria econémica. Uma correta
compreensao dos aspectos envolvidos nesse processo é importante para a firma,
que ira maximizar seus lucros, e para o0 empregado, que podera aumentar a sua
qualificacéo e renda esperada. Conhecendo melhor esses efeitos, as firmas podem,
entdo, montar competicbes que incentivem o investimento de forma mais eficiente,
resultando em uma mao-de-obra devidamente qualificada e com um nivel étimo de
produtividade.

Neste artigo, propomos uma nova estratégia de modelagem através da in-
troducdo da variavel capital humano no modelo de torneio. Com isso, mostramos
que cada competidor no torneio passara a escolher entre o esforgo e o investimento
em capital humano de forma eficiente, observando os custos marginais e os benefi-
cios marginais da substituicdo entre os dois insumos do trabalho. Os empregados se
comportam como firmas que escolhem entre produzir e investir. Quanto maior o
retorno esperado, maior sera o investimento e o esfor¢o. A firma ir4 preferir contra-
tar o funcionario com a fung¢ao de investimento mais barata. Ou seja, a firma prefe-
rird o trabalhador que aprende e se adapta mais facilmente, podendo assim investir
em sua formacdo com menores custos e se tornar mais produtivo.

O artigo esté organizado da seguinte forma. Apos esta Introducdo, a segun-
da secéo apresenta a forma mais simples do modelo de torneio que propomos, com
apenas um estagio e competidores homogéneos. Na terceira se¢do, introduzimos
competidores heterogéneos. Finalmente, na quarta secédo, discutimos as conclusdes
do trabalho. De uma forma geral, pode-se dizer que, no modelo de Rosen (1986),
analisa-se a resposta de esforco do jogador, dada a habilidade (capital humano)
constante dos jogadores. No modelo aqui apresentado, analisamos as variagfes
tanto do esfor¢co quanto do capital humano. Portanto, a habilidade relativa dos
competidores — seu capital humano - depende das escolhas dos proprios jogadores.

2. MopeLo com 1 EstAcio E COMPETIDORES HOMOGENEOS

Em nosso modelo, podemos formalizar o torneio da seguinte maneira. Con-
sidere um torneio com apenas um estagio e dois competid@ps Cada com-
petidor tem uma funcéo de producao diferencifek), de forma qué(0,0)=0
e a sua matriz Hessiana seja estritamente negativa definida, onde

of (x,k)/ox >0, of (x,k)/ 0k >0, 0° f(x,k)/ox*> <0 € 0% f(x,k)/ x> <0
Considere, ainda, a fungdo de cusit,k)=c(x)+c, (k), ondec (0)=c,(0)=0, c (x)

e c'(k)>0, ec’(x) ec’(k)>0. Os competidores sdo homogéneos (possuem as
mesmas func¢des de producdo e custo) e neutros ao risco.

3 Aexcluséo de um efeito cruzado entek na fungdo de custo é uma hip6tese que visa isolar os efeitos
dos custos do investimento em capital humano. Nao é uma hipdtese que necessariamente tenha que se
verificar empiricamente.
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A producaaq do individuo observada pela empresa sera uma flipcRda
quantidade de capital humake do esfor¢ca escolhido%, multiplicada por um erro
aleatériod comum aos dois jogadofes

q; =f(xl.,kl.)-s

q; = f(x;,k;)-¢ @

A probabilidadeP(1,J) do individuai ganhar do individupsera:

f(xi’ki) (2)
S k) + f(x;,k;)

P(1,J)=

Note que, como no caso do modelo de Rosen (1986), o fator aleatério comum
e multiplicativo se anula e ndo af@&é,J). O problema de maximizac&o do jogador
X

Max P(1, )W, =W,)+W, —c(x;. k;) 3)

ondeW, e W, sdo os prémios para o primeiro e segundo lugares, respectivamente, e
W>W,. Substituindd(l,J):

Max S, k) W, =Wy + W, —c(x,,k,) ?
ki f(x, k) + f(x;,k;)

Com base na fun¢@o de maximizagéo do individpodemos propor:

Proposigcéao 1:0 individuo escolhe entre esfor¢o e capital humano de maneira
eficiente.

4 Poderiamos considerar as variaveis esfoggoapital humankcomo vetores. Assim, o esforceeria

um vetor que representaria a combinagdo de todas as atividades desempenhadas pelo funcionario,

enquantd seria um vetor representando todas as caracteristicas de capital humano do individuo, como

educacéo formal e experiéncia. Por simplificacdo, mas sem perda de generalidade, podemos considerar

x e k como simples variaveis representativas desse conjunto de caracteristicas. De forma similar,
poderiamos considergrcomo o conjunto de todos os resultados (qualitativos e quantitativos) da

producéo do individuo observaveis pela firma. Iremos assumir que a empresa ira avaliar esses resultados

de forma eficiente, ou seja, que a forma como € feita a avaliagcéo ndo criara incentivos adeekos (
hazarg para que o trabalhador atue de forma contraria aos interesses da firma.

5 Estamos utilizando apenas o erro comum a todos os jogadores, e ndo erros individuais e independentes,

pois, conforme demonstrado por Nalebuff e Stiglitz (1983) e Green e Stokey (1983), o modelo de

torneio serd mais eficiente em relagao as outras formas de remunerac¢é@o quanto maior o peso relativo do

erro comum. No limite, caso néo existisse erro comum, o torneio seria ineficiente.
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Prova: No Apéndice A, demonstramos que uma condi¢cdo 6tima de maximizacéo
seré

S @) _ ¢, (@) (5)
S @ @)

A Equacéo (5) tem uma importante interpretacdo microecondmica. Ela mostra que,
no equilibrio, a taxa marginal de substituicdo (TMS) ented deve ser igual ao seu

custo marginal de substituicdo (CMS). Se imaginarmos o individuo como uma firma
com uma funcdo de producf{®,k) e dois insumoss ek, a condicdo TMS=CMS é

uma condigcdo necessaria para a minimizagao de custos. Se essa igualdade nao fosse
verdade, existiria algum tipo de ajuste na utilizacdo dos insumos que produziria a mes-
ma quantidade com um custo menor (Varian, 1992, p. 50). Portanto, o competidor
estara agindo de forma eficiente.

Proposicao 2:Aumentos no prémio incentivam tanto o esforgco como o investimento
em capital humano.

Prova: No Apéndice A, demonstramos que uma condi¢cdo 6tima de maximizacao
sera

¢ ) _ i) _ (AW
SO LoD OO

(6)

A Equacéo (6) nos mostra que os valoreg @ (o esforco e o capital humano do
jogador) dependem deV=(W, — W), e queAW deve ser positivo e suficientemente
grande para que o jogador tenha incentivos para se esforcar e para investir em capital
humano, caso contrério ele ira preferir desistir de compfiagl) e ndo vai se
esforgar. Também podemos observar que um aumento no pk@vieteva a raz&o

no lado direito da equacédo, e para manter a igualdade deve haver um aumento na
relacdo entre o custo marginal e a produ¢éo marginalede, no lado esquerdo da
equacdo. Como o custo marginal cresce a taxas aceleradas, enquanto a producgao
marginal cresce de forma desacelerada, isto implica que é necessario um aumento de
x ek para aumentar as duas razbes da esquerda. Note que um aumento nesses
fatores também causa um aumentof@mnno lado direito da equacao, reduzindo o
efeito do aumento e&W. Em suma, um aumento no prémio implica um aumento em

x ek, ceteris paribus

Proposi¢éo 3:No equilibrio, competidores homogéneos irdo escolher o mesmo nivel
de esfor¢co e 0 mesmo investimento em capital humano.

Prova: No Apéndice A, demonstramos que a funcdo de respostacté

{M}C'(y)
o Lo 0
o, DO o) T

e a funcdo de resposta dsera simétrica.
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Os efeitos de variactes t{§ sobref(i) na Equacao (7) ndo sdo constantes.
De forma semelhante ao resultado de Rosen (1986), temos que erijudoto
pequeno o suficiente, aumentos &j serdo acompanhados por aumentos(m
até um ponto de equilibriigi*)=f(j*). Depois desse ponto, aumentosfgmserdo
acompanhados por quedas fin Em outras palavras, o jogaddra aumentax e
k em resposta a aumentos jdgara manter sua probabilidade de ganhar o jogo,
seguindo as relagcbes descritas na Equacao (7), até um ponto de equilibrio. Depois
desse ponto, o custo de aumenfiaré tdo alto que prefere diminuirx ek, pois o
aumento no beneficio esperado ja ndo compensa 0 aumento nos custos. Podemos
chegar a um ponto onfl@ € tao alto queprefere nao participar do torneaefaul)®.

As curvas de melhor resposta estdo demonstradas graficamente na Figura 1
abaixo:

Figura 1 — Curvas de Melhor Resposta

Vi

yi* _____________ P

\

Yi Yi

O que a funcdo de melhor resposta representada na Equacéo (7) e na Figura 1 nos
mostra é que, existindo um equilibrio de Nasim estratégias puras, ele sera tal que
y*=y*, ou sejaxi*=xj* eki*=kj*. No equilibrio, os competidoré® | irdo escolher
o0 mesmo nivel de esforco e 0 mesmo estoque de capital humano. A probabilidade de
cada um ganhar o torneio sera de 0,5.

A partir desse resultado, podemos observar que o caso de competidores
homogéneos estudado por Rosen (1986), onde ambos possuem a mesma habilidade &,
€ um caso especial de nosso modelo. O fato dos competidores possuirem a mesma

& O competidor prefere ndo se esfor¢car quarelodemandados séo tais que o custo do esfor¢o é maior
gue o prémio esperado, ou scj(aq,lg)>P(I,J)AW.

7 Estamos supondo néo existir possibilidade ou interesse de haver conluio entre as partes ou de haver
forma de um competidor prejudicar o desempenho do outro competidor.
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habilidade & significa, na verdade, que eles possuiam as mesmas f(nkpes
c(x,k),e conseqientemente escolheram, no equilibrio, 0 mesmo estoque dé.capital
Assim sendo, competidores homogéneos, por possuirem as mesmas funcdes de
producéo e de custo, irdo escolher o mesmo esforco e capital humano no equilibrio.

3. MopbeELo com 1 EsTAcio E COMPETIDORES HETEROGENEOS

Agora vamos analisar o mesmo modelo, mas com competidores heterogéneos
— que possuem uma caracteristica exdgena e imutavel, com uma determinada
distribuicdo na populacdo. Como caracteristica heterogénea, Rosen (1986) utilizou o
fator & para representar as habilidades e talentos naturais para o jogo do competidor
i. Esse fator anultiplicava o resultado do esfor¢go do competidor. No nosso modelo,
introduzimos essa “habilidade di forma diferente, considerando o estoque de capital
humanok como a variavel que amplifica o resultado do esforco, podendo ser alterada
através de investimentos do individuo — portanto ndo é uma caracteristica exégena e
imutavel. Devemos, entao, definir outro fator heterogéneo.

Adotamos no nosso modelo uma abordagem similar a de Moldovanu e Sela
(2001). Os autores utilizam um fator de habilidafi@omo redutor dos custos do
esforgo, ao invés de multiplicador do resultado do esforco. Odataultiplica o
custo do esforco e, portanto, as pessoas mais habilidosas ter@oeunenor valor,
resultando num menor custo do esforco. No nosso modelo, também utilizamos um
fator & como redutor dos custos. A diferenca é qu& deduzir apenas os custos do
investimento em capital humano. Conseqlientemente, as pessoas mais habilidosas
terdo um menor valor de @ue, como multiplica o custo é#eresulta em um menor
custo de investimento em capital humano. Essa habiliddedrévestir € exégena e
imutavel, possuindo uma determinada distribui¢&a populacdo. Seguindo Moldovanu
e Sela (2001), assumimos que(e que as habilidades sdo determinadas
independentemente umas das outras, dentro de um intgrva]ode acordo com a
distribuicao continuk, sendd-">0 em>0. A escolha do intervalo € uma normalizacéo.
Cada competidor conhece sua prépria habilidade e conhece a habilidade de seu
concorrente (a informacao é completa e simétrica).

Utilizando o fator de habilidade & como multiplicador da fun¢éo de custo de
k, temos para cada competidor:

¢ (x;, k) =c (x;,)+v,¢,(k;)
¢, (x; k) =c.(x))+y e (k)

(8)

lembrando que as fungdege ¢, _ sdo iguais para os dois competidores, estando a
diferenca apenas na habilidade a. Assim, os individuos mais habilidosos serdo aqueles
gue tiverem o menor valor de & e, conseqientemente, 0 menor custo de investimento
em capital humano.

Proposicéo 4:No equilibrio de uma competicéao entre individuos heterogéneos, ambos
escolherdo o mesmo nivel de esforco, porém o individuo mais habilidoso investira mais
em capital humano e ter4 maiores chances de vencer o teuigg] of the fittest

Prova: Ver Apéndice B.
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Proposicéo 5:Em competicBes entre participantes homogéneos ha um maior esforco
por parte dos competidores do que em competicdes entre competidores heterogéneos

Prova: Graficamente, as curvas de melhor resposta encontradas no Apéndice B po-
dem ser representadas conforme Figura 2 abaixo:

Figura 2 — Curvas de Melhor Resposta

Xi
X :Xj

PR
7z

P Competidores
Menos 4 P

habilidose
)

Homogéneos
Mais
habilidosos

(2)

Competidores

Heterogéneos

Xj

Fonte: Adaptado de Rosen (1986, pg. 707)

A Figura 2 mostra que, no equilibrio, os competidores heterogérgos
escolherdo o mesmo esforch porém o estoque de capital humanescolhido por
i sera maior e, portanto, ele ter& uma maior prodifgé® uma maior probabilidade
de ganhar o torneio. A Figura 2 também mostra como seriam as curvas de melhor
resposta, caso os competidores fossem homogéneos (como no caso da Figura 1).
Podemos ver que, no equilibrio dos dois caslbs;j*, mas o valor d&* é maior na
competicdo entre homogéneos. Esse resultado é similar ao encontrado por Rosen
(1986): em competicdes entre participantes homogéneos hd um maior esforco por
parte dos competidores do que em competi¢cdes entre competidores heterogéneos. O
fato se explica pois, quando um competidor mais fraofrenta um mais forte, ele
sabe que tem menor chance de vencer, resultando num menor valor esperado do

& O competidor mais fraco no modelo de Rosen (1986) € aquele com a menor hapitidade No
nosso modelo, o competidor mais fraco é aquele com o maior custo de investimento em capital humano
k, e por isso ira investir menos e tera a menor habilidade ou estoque de capital humano.
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prémio e num menor esfor¢co. Ja o competidor mais forte, por saber que o mais fraco
ird se esforcar menos, também diminui seu esfor¢o, adequando-o a sua funcao de
melhor resposta.

Consequientemente, seria interessante para a empresa selecionar os partici-
pantes do torneio, de forma a escolher competidores homogéneos. O préprio modelo
original de Lazear e Rosen (1981) jA demonstrava que torneios mistos (com competi-
dores heterogéneos) eram ineficientes. Os autores sugeriram a introducéo de siste-
mas dehandicapnos torneios mistos para torna-los eficientes. Esse sistema consis-
te de um bonus ou auxilio para o competidor mais fraco. Com essa vantagem, seriam
igualadas as chances dos dois competidores (uma aproximacdo do caso de competi-
dores homogéneos), incentivando o aumento do esfor¢o tanto do mais fraco quanto do
mais forte.

Um outro ponto € a preferéncia da firma pelos melhores competidores. Nos
modelos anteriores, os melhores competidores eram aqueles com a maior habilidade,
uma caracteristica exdgena e dada. No nosso modelo, os melhores competidores séo
aqueles com o menor custo de capital humano, que por isso fardo os maiores investi-
mentos e se tornardo os mais habilidosos. Portanto, as firmas iriam preferir contratar
para seus torneios aqueles candidatos com o menor custo de investimento. Uma das
maneiras da firma atingir esse objetivo é através da pratiserelning A firma
pode procurar por sinais que indiquem a capacidade do candidato, como resultados
em concursos ou notas na universidade. Outra forma de evitar a selecdo adversa de
candidatos €é cobrar taxas de entrada no torneio (ver Moldovanu e Sela, 2001, pp. 550
e 551), o que diminuiria o incentivo para que os piores candidatos viessem a se inscre-
ver nos torneios.

4. CoNCLUSAO

Nos modelos de torneio encontrados atualmente na literatura, a habilidade
produtiva do competidor, apesar de possuir papel central na determinacdo de seu
prémio esperado, € apresentada como uma variavel exégena e imutavel, ndo podendo
ser objeto de escolha dos competidores. Porém, uma proposicado fundamental da
teoria de capital humano é que uma pessoa pode aumentar sua capacidade como
produtora investindo nela mesma. Assim, um individuo poderia investir em capital
humano e aumentar suas chances de vencer o torneio.

No presente artigo, propusemos um novo modelo de torneio, incluindo a possi-
bilidade do competidor investir em seu capital humano. Em nosso modelo, a habilida-
de produtiva é uma variavel endégena, determinada pelas escolhas do individuo quan-
to ao investimento em capital humano. Analisar o fator capital humano é fundamental
para a melhor compreensédo de diversos fenbmenos da economia. Portanto, estudar
como os torneios afetam o investimento dos funcionarios em capital humano é uma
importante contribuicdo para a teoria econémica.

Ao estudarmos 0 novo modelo mostramos que, supondo competidores homo-
géneos (com as mesmas funcdes de producao e custos), os individuos irdo escolher os
mesmos valores de esforco e investimento em capital humano, no equilibrio. Assim, o
caso de competidores homogéneos com a mesma habilidade produtiva exégena, estu-
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dado em modelos anteriores, €, na verdade, um caso especial de nosso modelo. Os
individuos sao homogéneos nao por terem a mesma produtividade exdgena, mas por
terem escolhido 0 mesmo investimento em capital humano.

O fator heterogéneo proposto no nosso modelo foi a habilidade & que afeta
diretamente os custos do investimento em capital humano, e néo a habilidade produti-
va como nos modelos anteriores. Assim, os competidores mais habilidosos serdo
aqueles com a mais “barata” funcao de custo do investimento. No equilibrio, mostra-
mos que os trabalhadores mais habilidosos irdo investir mais e terdo maiores chances
de vencer o torneis(rvival of the fitte3f dado o maior estoque de capital humano
e a maior produgao.

Dessa forma, demonstramos que a firma prefere contratar o funcionario mais
habilidoso com a mais “barata” fungéo de investimento. Isso significa que a empresa
prefere o funcionario que aprende e se adapta facilmente, pois ele ira investir mais na
sua formacao e se tornar mais produtivo do que um funcionario que investe menos em
capital humano. Em resumo, a firma prefere que entrem no torneio os jogadores com
0 maior potencial de se tornarem os mais produtivos.
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APENDICE A

Conforme Equacéo (4), a funcdo de maximizacéioéde

f(x[,k[) _ _
N o+ for iy TRk A

As condi¢bes de primeira ordem (C.P.O.) seréo:

orG) . .
g)f’) £0) .
L a2 ) , (A2)
fF@+ )] ox,
ora@ ,, .
S _
Ok, AW :@ . (A3)

[/ @)+ /(DI Ok,

ondef(i)=f(x; k), f()=f(x k), c(i)=c(x,k) eAW=(W,-W,). Rearranjando os ter-
mos das Equacbes (A2) e (A3), temos que:

oc(i)

fHAW  ox,

O+ F6 (A4)
Ox;,
dc(i)

S(HAW ok,

L)+ fOH o) - (A5)
ok,

1

Portanto, as C.P.O. serdo atendidas quando:

¢ ) _ ) _ (AW
O ) O+ SO

(A6)

ondef’ (i)= of(x,k)/ 0 x e assim por diante. A condi¢cdo de segunda ordem (C.S.0O.)
requer que a derivada da funcao de maximizacao do individuo (Equacgédo Al) seja uma
matriz Hessiana negativa semi-definida. Entdo € necessario que
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ol D2 |
”O%fxm Lﬂﬂ#ﬂﬁ& b "0
c'k (l-){f”k (l) _ Q:f'k (l) . }_an (l) <0

£ LD+ SO

As C.P.O. e C.S.0. para o competifafio obtidas de forma semelhante.

Rearranjando a Equacao (A6), temos a relacao:

S0 _ L
£ e A

Podemos formalizar a funcéo de melhor resposta da seguinte forma. A Equa-
céo (A8) nos mostra o conjunto de cestas 6timas formadag pde* que satisfa-
zem as C.P.O. para a maximizagéo da utilidade do individuo. Podemos substituir cada
cesta 6tima por uma variavel equivalegtégx*,k*), v x* e k* factiveis. Desta
forma, o competidor estaria maximizando a fungéo

ASD)

Max ———————W, =W,)+W, —c(y,
AR ERTERY VW, —el) (A9)
com a C.P.O.
o) o)
)+ /)T ’ (A10)
e a C.S.0.
S") 27'\») "
D=c'(y, i) _ i _ V<0
“”{foﬁ f@»aﬂ%J s (AL1)

Formalizando esses resultados, temos que a funcéo de melhor resposta do individuo

Sera:
S ),
%_ I:f(yj):|c(yi)

Al12)

= L) = )] (
ayj _D[f(y,)+f(y/)] !

A funcé@o de melhor resposta dé simétrica.
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APENDICE B

Reescrevendo as C.P.O. das Equacdes (A8) e (A10) para incluirmos o fator
de habilidade, temos:

¢ @) v () fOHAW
£ 60 O+ fOF
£ _ e 0)
Fe@ 70

(A13)

(A14)

Podemos formalizar o problema da seguinte forma. Substituindo a viriavel
por uma funca&(x) que atenda a Equacao (A14), teremos que o individagimizara
a funcao
S (x;, k(x,))

M k) + £,k T e+ ra el as

com a C.P.O.

I (s k() f(x;, k(x )
[f(xiak(xi))+f(xjak(xj ))]2

oc, (k(x,
(AW){CX'(X,»)H,-W}O (A16)

1

Reescrevendo a Equacao (Al4), temos a condicdo 6tima

of (x,,k;)
oc,(k;) Ok, oc,(x,)
ok T Gk) o, (A17)
Ox,

que simplificamos para
dcy (k) 1 dc,(x)

&, v, o (A18)

Substituindo a Equacéo (A18) em (A16) temos uma nova C.P.O.

S G k() f (x5 K (x )
[ Cxp k(x)+ f (e k(e )]

(AW)=2¢,"(x;)=0 (A19)

Observe que as habilidadesao estao explicitas na Equacdo (A19). A C.S.O. sera
L@ 21,0
L@ [ra+ront

D:2cx'(xl.){ }—ZCX"(X,-)<0 (A20)
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Encontramos simetricamente o resultado pardo equilibrio, é necessario que as
C.P.O. dos dois competidores sejam atendidas. Portanto:

I @DF()AW)

=2¢ "(x.
o+ sonE o A2
SODIOAR) o s 22)
Lf @+ ()]
Para que as Equacdes (A21) e (A22) sejam atendidas simultaneamente, é necessario
que:
S OSG) _e'(x) ,
LD e (x) (A23)
ou seja,
c.'(x,) c,'(x;)
f()f()—f()f() (A24)
Podemos reescrever a Equagéao (A24) como
£ ) _ iy ) (n25)
E3 o (i) or ()

Suponha o custo médieME(x)=c (x)/f(i). Entdo o custo total do insumoc (x),
pode ser substituido pelo custo méd@ME(x) vezes f(i), ou seja,

¢, (x;) = CME(x,)- f (i)

Substituindo na Equacéo (A25) resulta em

L OCME(x,)- f(i) . . OCME(x;)-f())
O] ) =1 () ) (A26)
Resolvendo a derivada temos
OCME(x,) ME(x )
+ CME(x. — 7+ CME(x
WAL ){f() 50 (X,)} f(]){f(]) 50 + (xj)}(Azn

gue pode ser reescrita como

: fG@) OCME(x,) .| _ . . f()) OCME(x))
F)CME(x, ){ arey a0 1} = f(j)CME(x, ){ GEe) F0) + 1}
ou Cx('xi)[nxi +1]: cx(xj)[n)q’ +1] (A28)
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f()  9CME(x)
CME(x)  of (i)

onde M. =

A elasticidade ¢ mostra a sensibilidade do custo médiata relacdo a
alteracOes erf(x). Dadas as suposi¢des feitas no inicio desta Secado sobre as fun¢des
¢ (x) e f(x), sabemos queCME(x) € diferenciavel CME(0)=0, 0 CME(x)/0 f(i)>0 e
02CME(x)/o f(ip>0. Portanto, a elasticidade ¢ serd uma constante ou sera crescente
em funcdo dé(x).

Supondo que ¢ € uma constante ¢*, como as fun¢fes de cudaalguais
para os dois jogadores, entfio— N, = N*. Portanto, podemos reescrever a Equacéo
(A28)

cx(xl.)li*l *+1]=cx(xj)|i"| *+1] (A29)

que simplificada nos mostra
c.(x)=c.(x;). (A30)

Desta forma, como as funcdo de custx&&o iguais, o equilibrio s6 sera
possivel quandalzxj.

Suponha agora que a elasticidadé crescente, e quex,. Isso significa
gue cx(xi)>cx(xj), entdo para mantermos a igualdade na Equacédo (A28) seria
necessario que,<n,, 0 que nao pode ser verdade pmi§)>f(xj). A mesma
impossibilidade ocorre quandj@xi. Consequentemente, o Unico equilibrio possivel
€ X=X,.

Considerando que no equilibrio sempre ocooq@oé}, e que cada competidor
obedece a C.P.O. descrita na Equagéo (A14), s6 teemisquandoy=y,. Ou
seja, s6 teremos 0s dois competidores com o mesmo capital humano quando eles
forem homogéneos. SN € necessario qu§>k]. no equilibrio. Assim, sefor
mais habilidoso (tiver um menor custo de investimento), ele ird escolher um maior
capital humano. Utilizando os mesmos procedimentos anteriores, podemos achar o
equilibrio com relacdo katravés da equacao

YiCk (ki)[nki +1]:Y‘;Ck (kj)[nk/' +1:| (A30)

Com base nas mesmas conclusdes sobre a elastigidaéeuacao (A30) nos indica
gue, no equilibrio, teremos

V¢ (k) =Y % (k,) (A31)

Desta forma, se o valor dgefor a metade do valor dnT:; entdo o custo bruto
do investimenta, (k) dei devera ser o dobro do custo brutg,de equilibrio, resultando
em um investimenté>k..
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Com base nas Equacdes (A20), (A21) e (A22), podemos resumir a funcao
de melhor resposta do esforcoidia seguinte forma:

. i
X _ J Tren_ 7 (A32)
e (RGESTT) lr) - ()]

A funcéo de resposta e simétrica.
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